PAU MADRID Matematicas II

Geometria

1) 4-(8+b+C)+b-(A+b+C)+C-(A+b+C)=0=4d-d+a-b+a-cC+b-d+b-b+b-c+

+6-é+6-5+6-6=|5|2+‘5‘2+|6|2+2-§-5+2-§-6+2-5-6=0.Sustituyendo:

9+1+16+2-(3-b+a-C+b-¢)=0=>26=—2-(-b+4a-C

2) a) Si [é, 5, 6J= 0, los vectores pueden ser coplanarios, o uno de ellos perpendicular a los otros dos (sin

ser cero ninguno de ellos)
b)Si a- b=&-€=Db=C es FALSO, basta con gue uno de ellos sea perpendicular a la diferencia de los

otros dos.

Ejemplo.- Consideremos los vectores a(3,—11), 5(],—1,0) y €(2,31)

? ' ti =(3-11)-(-10)=3+1=4 y claramente, b = ¢
a-c

= (3’_1’1) : (2!3!1) =6-3+1=4

3) Sea P el punto medio de ACy Q el de AB

n(A/2) sen45° sen 45°
e Tomamos el tridngulo AOP sen(A/2) = =como P el punto medio de AC = =
OoP AP AC/2

_ sen(A/2) _ V212 _ sen(A/2) :£:OP-\/§:Sen(A/Z):@:sen(A/Z) "
OoP AC/2 OP AC AC AC J2

A A A
e Tomamos el tridngulo OAC  — +45°+90°+a=180C= o + > =45"= o= 450—5 2)

e Tomamos el tridngulo OPC  sena = op = _OP_ = por (2) = sen 450—é = 2:0P =
PC AC/2 2 AC
P sen (450—9
= __ N =7 3
AC 2 ®)
a2y (450_/;] 2 A
Igualando las expresiones (1) y (3): sen( ) = = —-sen(A/2) = sen (45°——J =
V2 2 J2 2

Desarrollando, 2. sen(A/2) =sen 45°cos(A/2) —cos45°sen (A/2) = % (cos 5 sen EJ

J2

José Manuel del Toro www.matdeltoro.com Resueltos Geometria - 1



PAU MADRID Matematicas II

Es decir, 2. sen(A/2) = % (COS? —sen gj = ¥ -sen(A/2) = g (cosg —sen gj , simplificando,

J2

A A A A A A1l l1-cosA 1 1-cosA 1
2sen—=c0S—-sen—=3sen—=c0S—=>l—=—=> ,[——=—"=>——=—=
2 2 2 2 2 2 3 l1+cosA 3 1+cosA 9

4
=1+c0osA=9(1-cosA)=10cosA=8=5cosA=4= cosAzg

4) Consideremos a=(a,,a,,a;)y b =(b,,b,,b,). Se tiene:
d+b=(a, +by,a, +b,,a, +by)

é_Bz(al_bbaZ —b,,a; —by)

i j K i j K
Ademas (A—-b)A(@+b)=|a,—b, a,-b, a,—by|=F,+F,=| 2a, 2a, 2a, |=
a,+b, a,+b, a;+b, a,+b, a,+b, a;+Db,
i j k i j ok
=2 a a, a, |=F,—-F,=2:l]a, a, a,;|=2-(aAb)
a, +b, a,+b, a;+Db, b, b, b,

5) a) Falso.- En un plano como mucho existen 2 vectores linealmente independientes

b) Cierto.- Condicién necesaria y suficiente de rectas coplanarias.

6) Recta AA’ .- Pto (2,4,5); V), =(1,2,2)
Recta BB’ .- Pto (3,0,4) ; Vg =(11,0)

a) Posicion relativa Formamos el vector Py, Pgs =(1,—4,-1)

Formamos matrices y estudiamos rangos:

1 1)1 . F 1 1 1 1 1 1
rang| 2 1|-4|= % " '=rang0 -1| -6|=F,-2F,=rang/0 -1 |-6
F, - 2F 374

3 1
2 0|-1 0 -2| -3 0 0 |9

rang(M) =2, rang(M*)=3, con lo que las rectas se cruzan

i j ok
b) VaAVg=[l 2 2/=(-22-1) =V, AVg|=vA+4+1=3;
110
L4 [PaxPeg VaVs] -9
[PaaPag Vo Vgl= 2 2|=-9,; d="fA B A B 1 T/d=3
L1 o Va AVg| 3

José Manuel del Toro www.matdeltoro.com Resueltos Geometria - 2



PAU MADRID Matematicas II

7) Searr la recta de direccion de los rayos del Sol,

— — _5_1 i
vV, =(-5-1) :I"ZX 1=l3r:1—x=_5y3
A(1,0) 5

=r:x-5y-1=0

Sea r,5 larecta que pasa por Ay B,

Ve =] X1y, 3X-3=-y=
AL,0) ' 3%

Vg =(-13) x—-1 vy
S ——="=0p 13X —3=—-yY =10, :3X+y-3=0
A(LO) 13 AB y AB y

[x-5y -1 |3x+y 3|:>x By +1_
J1+25 Jo+1 J26 J_

Nos interesa la recta de pendiente positiva, es decir:

Sea s la bisectrizde lasrectas 1 y r,g ; (Bx+y-3)

X—5y+1 1
=— -Bx+y—-3)=+v10-(x-5y+1)=—+26-(3x+ y —3) = Operando,
726 75 (Bx+y-3)=+10-(x-5y +1)=—v26-(3x+y —-3)

5:(3v26 +/10)x — (5410 —v/26)y —+/10 + 3v/26 =0

La recta buscada es la perpendicular a la anterior que pasa por el punto A

&@€+JEJ _{5ﬁ6—¢%}
=>m =

Con pendientes, mg = —(

510 — /26 i 326 +/10
Asi la recta pedida serd|y = (2\/\/: \/\/:} (x-1)

8) d=(L13), b =(-12,0), €=(135)

1 1 3
a) Calculamos |-1 2 0[=0, luego si son linealmente independientes
1 35

b) Punto Q(-10,1), vectores b= (-1,2,0), c=(35)

x+1 -1 1
Ecuacién del plano, m:| vy 2 3:0:>‘Tc:2x+y—z+3=0
z-1 0 5

9) Sea el U=(a,b,c) el vector pedido unitario pedido

Como (-V=0=(a,b,c)-(1,0)=0=a+c=0=>c=-a

G-W
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2 _ o 2
1=L\/_+C:>como { es unitario, 1=va? +b? +c? , luego, a+bv2+c=1

va? +b? +¢c?

a+c=0
Asi tenemos el sistema, : resolviendo, by/2 =1=>b= 1 :ﬁ
a+bv2+c=1 J2 2
2 2 2 : 2 2 2 1 1
Como 1=+a“ +b“ +c* , sustituyendo los valores de c y b, 2a +Z=1:>a :Z:> aziz
(12 o) L [ 1421
Los vectores seran, U=| =, —,—— ||; U=|——=,—/—, =
2 2 2 2 2 2
i j k
l+x=y . _
10) Sealarecta r: ; un vector director V, =1 -1 0(=(112)
z=1+2x
2 0 -
X=A
Asi r en forma paramétrica sera: r:q y=1+X ; con lo que un punto genérico de la recta sera de la forma
z2=1+2\

AML+A1+2))
a) Seanlos puntos B (1,0.) y C(0,0,0),

d(AB)=2-d(AC)=/(L-2)? + @ +2)% +422 =2- /1> + L +1)% + (L +21) , elevando al cuadrado

A=) +(L+N)2+402 =4-(A2 +(1+21)* +(1+21)%), operando 3\? +4x+1:0:>x=< L3 on lo
que A(-10,-1) 6 A(-1/3,2/31/3) (no vale pues no esta por debajo del plano XY)
Luego |A(-10,-1)
X=A
b) P=rNYZ,como r:{ y=1+A , haciendo x=0, se obtiene P(0,11) . Asi BP =(-110) con lo que
z=1+2)\
X=—u
X y-1 z-1
larecta rgp i:—="—"=——=<y=1+nu (*
BP - 1 1 0 y Z _1H *)

Consideremos el plano 7 perpendicular a rg, que pasa por C (0,0,0), n:—x+y+ D=0, como pasa

porC, m:—X+y=0=mn:x—-y=0

Si R es la proyeccion ortogonal de C, R=rg Nw (segin (*)) > -pu—-1-p=0=2p=1=p= —%

11
ASi R= _1_1j
2 2
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X+y+iz=1 1 1 Al
11) Consideremos los planos, < 2x+Ay=1 , conmatrices, M*=|2 A 0|1
MX+y+z=1 A1 11

Discutimos el sistema segun el parametro A, para ello formamos el determinante de la matriz M,
1 1 A

IM[=[2 % 0[=0=>-2°+3-2=0=r=1;A=-2
A1 1

Caso1.-Si A#1ly A#2, rang(M)=rang(M*)=3, se cortan en un punto

Caso 2.- Si A=1; rang(M) =rang(M*)=2, se cortan en una recta

11 11 11 11
rang|2 1 Ol|=F-F =rang|2 1 01
11 11 0 0 00

Caso 3.- .- Si A=-2; rang(M)=2=rang(M*)=3, se cortan dos a dos

1 1 -21 F 1 1 -21 1 1 -21
rang| 2 -2 O0[1|=* " '=rang|0 -4 4|-1|=F,/3=rang|0 -4 4|-1|=
F, + 2F,
-2 1 1|1 0 3 -33 0 1 -11
1 1 -21
=F,+4F;=rang|0 0 0|3
01 -11

12) Sean m, :3x—4y+5=0, m,:2Xx-2y+2+9=0.
a) Consideremos un punto P (X, Y, z) cualquiera. Se tiene d(P,n;)=d(P,n,), entonces:

Bx—4y+5 |2x-2y+z+9
J9+16  Ja+4+1
=3-(3x—4y +5)=45-(2x -2y + 2 +9) (¥)

=3-[3x—4y +5/=5-]2x-2y +z+9 =

X+2y+52+30=0
19x - 22y +5z+60=0

Existen dos soluciones: (Dos planos)

b) Si Qe0Y = Q(0, y,0), sustituyendo en (*), 3- (— 4y + 5)= 5. (— 2y + 9) , también dos soluciones:

-12y +15=-10y +45= y=-15
-12y +15=10y —45=-22y =—60=y =30/11

30
L d t 0,-15,0 0,—,0
vego dos puntos [QO-150)]y/0[0.32 0|
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13) A(L-31),B(231) y C(13-1)

a) Plano por los tres puntos. Construimos dos vectores : AB = (1,6,0), AC =(0,6,—2)

x-1 1 0
Ecuacion del plano: n:|y+3 6

6 |=0=|m:6x—y—32-6=0]
z-1 0 -2

) d(0.1) = -6 _ 6 _6-v46 _|3-4/46

J36+1+9 46 46 23

1 -3 1
oV==[0A0EGE]-%-l2 3 1|=%.-12=[g]
6 6 6
1 3 -
15 6 6 X=12+ M\
14) Consideremos larecta r: X_l = ysz = Z; , en paramétricas, r:<y=-6+2A

Z2=6+3\
e Acrn{x=0}=12+1=0=A1=-12= A(0,-30,-30)

e Bern{y=0}=21-6=0=1=3=B(15015)
e Cern{z=0}=6+31=0=1=-2=C (10-10,0)

a) Comparamos médulos de vectores

AB = (1530,45) = |AB| = /2340
AC =(10,2030) = |AC| =+/1400
BC =(-5-10-15) = [BC| = /350
Conlo que C estaentre Ay B
b) S(DAB):%-|AB|-d(D,rAB), S(DAC):%-|AC|-d(D,rAC), S(DBC):%-|DC|-d(D,rBC)

Pero A, By C estan en la misma rectar, luego d(D,r,g)=d(D,r,c)=d(D,rg)

Asi el mayor area seré la del triangulo DAB

V. _ V21
15) a) V, =(-1,-1,2), n(2,-31) . sen(r,n) = Yr rl = 2+3+2 = 3 =|sen(r,n) =——
V- il Vi+1+4-V4+9+1 J6-414 14

b) Proyeccién ortogonal de r sobre
X==1-A

r:< y=-A ,unpunto cualquiera de ella sera P (-1—A,—\,2M).
=2\
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Calculamos P=rnnt=2(-1-1) - 3(-A) + 24 +1=0=3\=1=A=1/3, asi P( 3 ;ij

Sea Q(-1,0,0) er otro punto de la recta, calcularemos su proyeccién ortogonal sobre 7

Construimos recta s L, con Q(-1,0,0)es. Como ©:2x—-3y+z+1=0, V, =(2,-31); asien

Xx==1+2\
3\ . Si Q' es la proyeccion de Q sobre 1, Q'=sN"T=

Paramétricas S:q Y=

7=A
( 12 3 1
=2(-1+20) —-3(-30) + A +1=0=14A=1=A1=1/14=Q ~14714'14
Si r’ es la recta proyeccioén ortogonal, sera la que pase por Py Q’, o sea V —ISQ'— @ i —§
p y g ’ p y ' r' 42142! 42 ’
4 1
X+— Y+—- ZI-——
Simplificando, V,. =(20,5,—25)=(4,1,-5). Asi [T": 2 3_ ; 3 _ 53
i j kK —b-c=1
16) Sea X=(a,b,c);Si XA (21-)=(135 =|a b c¢|=(-b-c2c+a,a-2b)=(35) ={2c+a=3
2. 1 - a-2b=5

b=-1-c
Resolviendo { . Como [X] =6 =+a% +b? +c? =6 = a® +b? +c? =6, sustituyendo,
c

a=3-

(3-2¢)* +(-1-c)* +c* =6=13c? —50+2:0:>c:<2/3; dos soluciones:

x=0-2D|6 >*<=[—,——,—
3" 3'3

17) Sean P(8138), Q(—4,-11,-8)

8-4 13-11 8—8)2(2’1,0)

a) Si M es el punto medio de PQ, M = ,
) P Q ( 2 2 2

El vector PQ(—12,—24,-16) = (3,6,4) , luego 7:3x+6y+4z+D=0,como Mex, 6+6+D=0=

=D=-12, asi‘n:3x+6y+4z—12=0‘

b) Proyeccién de O sobre ©
X =3\

Construimos recta r perpendicular a  que pasa por O(0,0,0), V, =f = (3,6,4):> r:<y=6»x1
=4\

Si O’ es la proyeccién de O sobre 1, O'=rNnT=9A+36A+16A-12=0=611=12=X1=12/61
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61 61 61
c) tNOX =3x-12=0=x=4= A(4,0,0)

72 4
Con lo que O':(% — —SJ

TAOY =6y —12=0=y=2=>B(0,2,0)

4 0 O
nNOX =4z-12=0=2=3=C(0,0,3) ; V=%-o 2 0=%-|24{=
0 0 3
a) Estaran alineados si AB A AC =0
i j k
0 1-2 A-2=(-200)#0 VreR, luego no alineados
0 -1-» A

b) Area (A, B,C)=% ‘_é/\ K(f‘z%-Z:

19) r:X—_lzlzz—_1 ; mi2Xx—y+kz=0
m 4 2

1
a) Sir es perpendicular m =V, es paraleloa M jg:il =E:>; k= ~3

b) Siresta contenidaen n =V, -, =0=2m-4+2k=0=m-2+k=0 (¥
Como P(1,0,1) er = pertenece a 7, luego 2+Kk =O:>
Volviendo a la expresion (*),m—2—-2=0 :>

x=1
20) Sea el plano m:x+Yy+z=1;larecta r:<y=Ax y el punto P(1,1,0)
Z=2A
a) Sea el planoa perpendicularar = a:y+z+K=0,si P10 en=1+K=0=>K=-1

Luego =>a:y+z-1=0;Sea Q=rnoa= =2A+A-1=0=A1=1/2.

Sustituyendo enr: Q = (1%%) . Asi la recta s pedida es la que pasapor Py Q
— = x-1 -1
V. =QP = (01/2,-1/2) = (0.1-1) : luego s—a—zii—z_i

b) Sea P’(a,b,c) simétrico de P respecto de r

Construimos plano o perpendicular ar, que pase por P (Tomamos el mismo que en a))
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o:y+2z-1=0. Hallamos Q=r no = (de nuevo por a) Qz(l,%,%j

Imponemos que Q sea el punto medio de PP’:

1=§§E:>a+1=2:>a=1
1 b+1
T p=0 luego, |[P'(1,01
== 9
l:E:c:1
2

c) Sea P”(a,b,c) simétrico de P respectode m:x+y+z=1

X=1+A
Construimos recta t perpendicular a 7, V, =(1,11), como Pet, t:qy=1+A
Z=X

SiM=nnNt=1+A+1+A+A=1=3A=-1=>A=-1/3, luego M :(E § —EJ

Imponemos que M sea el punto medio de PP’:

2.8 aius
3 ; 11 2
E:Ejb:l/S luego, |P"| =,=,—=
3 33 3
BN YE:
3 2
1 1 X=1+A
21) Sean las rectas r:x—2=yT_=Z;2 csidy=2-1
z2=2A

a) Vectores directores de ambas rectas V, (1 k,—2) ; V,(1,—12)

Puntos de las rectas, P,(2,1-1) ; P,(1,2,0), luego F_’rFa’S =(-1110)

1 1 -
Para que las rectas sean coplanarias, |k -1 1|=0=-3-3k=0=>
-2 2 1

b) Si k=-1, las rectas son coplanarias, como no son paralelas, se cortaran en un punto

x—-2 1 1
plano que las contiene, m:|y-1 -1 - =O:>
z+1 -2 2

c) Sabemos que si k =—1 las rectas se cortan. Calculemos su punto de corte:

Expresamos rectas en paramétricas:
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X=2+A X=1+p X=2+A=1+p
r:< y=1-» S:9y=2—p Igualando expresiones: y=1-A=2-pur=>A=-3/4; n=1/4
z=-1-2) z=2p z=-1-2A=2n
Punto de corte: P EZE .
4 4 2
i ]k
Siteslarectapedida, t Lr, tLs,conloque V, =V, AV, =[1 -1 -2/=(110)
1 -1 2
5 7 1
X—— y—— z—-=
Conlo que t: 4_ 4_ 2
1 1 0

22) Sean A, B, C tres puntos del espacio, con CB =—-3CA

a) Como CB=CA+ AB=-3CA= AB=-4CA=4AC=CB=4AC= AC:%CB , luego [k =

NG

b) Si A(L,2,-1),B(3,6,9); tomando C(x,y,z),si CB=-3CA=
B3—x6-y9-2)=-3-1-x2-y,-1-2)=>B—x,6-y,9-2)=(3x—3,-6+3y,3+32)

2
Igualando componentes, x=2/3,y=3,2=3/2,|C= (5 '3, g]

23) Tetraedro de vértices A(1.0.0), B(11,1),C(-2,1,0)y D(0,1,3)

i ok

a) S(ABC)=1-|ABAAC|=1- 0 1 1=l.|(_1,_3,3)|:@
2 2 2 2
-3 11
1 00 1 1 0O
11 11 110 0 1 14 1 ot 7
V(ABCD) =~ =F-F == ==.|-3 1 o:
61 -2 10 6 0 -3 1 0 6 6
-1 1 3
1 0 1 3 0 -1 1 3
b) Hallamos plano determinado por A,By C
x-1 0 -3
_I§:(0,1,1), Kéz(—&l,O),entonces n:ly 1 1|=0=|n:x+3y-3z-1=0
z 1 0
3-9-
d(D,n)= | ]4 = V19
J1+9+9 | 7
c) Consideremos las rectas R,c :X—_l:l:E ; RBD:X_lzy_lzz_l
-3 1 0 -1 0 2

José Manuel del Toro www.matdeltoro.com Resueltos Geometria - 10



PAU MADRID Matematicas II

-1 -3 0 -1 -3 0
Estudiamos su posicion relativa: rang| 0 1 1|=F+2F,=rang| 0 1 1
2 0 1 o 0 7

rang(M) =2 =rang(M*)=3, las rectas se cruzan

[AB,AC,BD] 7 7441

D(Ry-,Rgp ) = = =
(RucReo) IACABD| 41 | 41
0 11 i j k
[AB,AC,BD]=|-3 1 0=7; ACABD=|-3 1 0/=(2-61)
-1 0 2 -1 0 2
x=1+t
24) Sealarecta r:qy=-1+2t yelplano mw:2x+y—-z=2
z=t
rcn'=v, en
Sea t' con{ L , Como ademas r c t'=P(1,-1,0)e '. Luego el plano sera:
nln=N0_en
x-1 1 2
n:ly+l 2 1|=0=|n:x-y+z2-2=0
z 1 -

25) a) Sabemos que las diagonales de un paralelogramo se cortan en su punto

1+1 1 1
medio, O, asi O = pto medio AC = [ i ,3+ ,3+ j:(1,2,2)

2 2 2

O = pto medio BD = si D(x.y.2) :(L2,2)=(XZZ, VZZ,ZZZL

1=(x+1)/2 x =0

=:2=(y+2)/2; =>:y=2;=1{D(0,2,2)
2=(z+2)/2 z2=2

i ok
S(ABCD)=|AD A AB|=|-1 1 1|=|0.2-2)=+4+4=|2J2]
111

b) Construimos vectores lados, AB=(111),BC=(-111),CD =(-1-1-1), AD=(-112)
Calculando médulos, |AB| =|BC| =|AD| =|CD| =3
Ahora bien, AB- AD=(111)-(-111)=1=0, luego no son perpendiculares, se trata de un

, S =

y-1 z-3 Xx-2_y_z+1
-2 2 3 1

X
26) Sean las rectas, r :I =
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a) Al estudiar su posicion relativa se comprueba que se cruzan.

WA Jeg 7v2 |2

v, (1,-2,2)
Sab A (013) = AA =(2-14)
abemos que =1
7. 311
A(2,0,-1)
2 -1 4 i j k
[AAV, V]=[1 -2 2|=35;V, AV,=[1 -2 2|=(0,7,7)
3 1 - 3 1 =
b) Seat la recta perpendicular a ambas
Calculamos: V, =V, AV, =(0,7,7)
Construimos dos planos:
X 1 0
Plano o que contiene alarectary al vector V, n:|ly—-1 -2 7|=0=|a:4Xx+y—-2+2=0
z-3 2 7
x—-2 3 0
Plano B que contiene alarectasy al vector V, mw:| Yy 1 7=O:>‘B:2x—3y+3z—7=0
z-1 -1 7

—

La recta pedida sera,

| Ax+y-z+2=0
|2x-3y+3z-7=0

¢) Seat la recta que corta a ambas y pasa por P(1,0,0)

Construimos dos planos:

x-1 1 -
Plano o que contiene alarectarypasaporP: a:| y -2 1[=0=|a:8X+5y+2-8=0
z 2 3
Si A, =(013), P(1,0,0)= PA =(-113)
x-1 3 1
Plano [ que contiene alarectasy pasaporP: B:| vy 1 0 =O:‘B:X—2y+z—1=0
z -1 -

Si A =(2,0-1), P(10,0)= PA =(10,-1)

|8x+5y+2z-8=0
| x=2y+z-1=0

—*

La recta pedida ser4,
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X+y+az=-2
27) a) Para que contengan una recta en comun el sistema | X+ ay + z=-1 tiene que ser compatible

ax+y+z=3
1 1 a
indeterminado. Es decir, |1 a 1|=0=-a*+3a-2=0=a=-2;a=1
a1l 1

Caso 1.- Si a=1;rang(M)=1=rang(M*)=2, S? Incompatible

11—2FF 11 1-2 11 1-2
rang|1 1 1 -1 :F2 Flzrang 0 001|=F-5F=rang={0 0 0 1
1113 P 0005 0000
Caso 2.- Si a=-2;rang(M) =2=rang(M¥*), S? Compatible Indeterminado
1 1 -2-2 F 1 1 1|-2 1 1 1-2
rang| 1 -2 1|-1|=_% '=—=rang|0 -3 3|1 |=F,+F,=rang=|0 -3 3 1
F; +2F
-2 1 1|3 0 3 -3-1 0 0 00O
Luego|a=-2|
) X+y+z+2=0 .
b) Si a=-2, larecta comuln sera|t: (ver apartado anterior)
-3y+3z-1=0
28) Sean las rectas, r:—X_Z:—y_lzi ;S X+1= er2= 21
3 -2 1 2 -1 2
a) Al estudiar su posicion relativa se comprueba que se cruzan.
a(r S)_|[ArAS,\7r,\7S _ 22 2226|1126
’ V, AV J26 26 13
v, (3-2))
sat ARLO | oo
abemos que = =(-3,-3,
0. 2-12) A
A (-1-21)
-3 -3 1 i j k
[AAV, V]=[3 -2 1=22;V, AV,=[3 -2 1|=(-3-4])
2 -1 2 2 -1 2
b) Perpendicular comun
Sea t la recta perpendicular a ambas. Calculamos: V, =V, AV, =(-3,—4,1)
Construimos dos planos:
x-2 3 -3
Plano o que contiene alarectary al vector Vv, a:|y—1 -2 —4=O:>’oc:x—3y—92+l=0
z 1 1
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x+1 2 -3
Plano P que contienealarectasy al vector vV, B:|ly+2 -1 -4 :0:‘[3:7X—8y—112—12=0
z-1 2 1

—

La recta pedida sera,

| x-3y-9z+1=0
|[7Tx-8y-11z-12=0

X+ 2 -1 z

20) mix+3y—z-1=0;r: 2 <Y =_Z

6 2 1

1 rcnljvrenl Z 1 1 7

a) Sea ' con ., _, Comoademés r c w'=P(-2,1,0)e . Luego el plano sera:
nln=n en

X+2 6 1
nily-1 2 3|=0= |n:5x-7y—-162+17=0]
z 1 -
i Kk
X+3y—-z-1=0 ) _
b)Sea s=nNw'" .Calculamos su vector director V, =1 3 -1|=(5-12)
5X—-7y-16z+17=0
5 -7 -1
X=-
Hallamos un punto de s, sea 2:0:{ L= P(-2,1,0)
X=-2+5A
Las ecuaciones paramétricas de s seran |S:¢ y=1-A
=2\
ABern'=ABer Lt
30) Sea n'elplanopedido,{ ' en:i en}:ﬂr': y -2 2|=0=|n2x+y-2=0
Tln=n_en
T z-1 -1 -
1 1 k 3 bk
- - X—y+z=
31) Sean las rectas r: X—2_y+-_? 0 S y ; V=1 -1 1/=(-1273)
-1 1 1 x+z=1
3 0 1
v, (-111)
A (1-1k)
a) Calculamos < _ = AA =(-1-11-k);
v, (-123)
A, (0,-21)
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-1 -1 -1
Siryssoncoplanarias |1 2 -1 =O:
1 3 1-k
x-1 -1 -
b) Sea k=4,y melplano que las contienen:|y+1 1 2=0:>‘n:x+2y—z+5:0
z-4 1 3
1 L X=1+2A
32) mix+y+z=0;r:>==Y-2 2l yom
1 2 2
z2=-1+2)

a) Sea Q=r N ; Si Q es un punto genérico de r, QL+ A,2\,—1+ 2)) sustituyendo en el plano

1+A+20-14+2A=0=5L=0=A1=0, luego |Q(L0,-1)

b) Sea ©' paraleloa 1 = x+y+z+K=0 (*

Porotrapartesea Q'=rNnn' =1+A+2L-1+2A+K=0=5A=-K :k:—%,con lo que

2 2 2
Por dltimo, d(Q,Q‘)=2:>\/(1—§—1j +(—%) +(—1+%+1j =2, operando,

K )’ 2K\ (2K K2 4K? 4K? 9K 2 3K 10
— | +|——| | — | =2=,—+ + =2= =2=—=2=K=—
5 5 5 25 25 25 25 5 3

Sustituyendo en (*),=> ' X+ y + z+%=0:>‘n‘:3x+3y+3z +10=O‘

X=2-3A
33)Sean r:qy=1+2A ylos planos m,:2—-3Xx+2y—-2=0, n,:3+2x+2y—-22=0
z=4-A
a) Posicionde r y m;: 2-3(2-3L1) +2(1+21) - (4—-A)=0=14L=6=A=3/7 (soluci6n Unica)
Se cortan en un punto
Posicionde r y m,: 3+2(2—-3\)+2(1+21)—-2(4—-A1)=0=1=0 (incompatible)
Son paralelos
b) Posicion de ©; y ©,: Observando sus ecuaciones, no son paralelos, ni coincidentes, luego se
cortan en unarecta

c) d(r,m,)=d(P,m,) con P un punto cualquiera de r . Sea dicho punto P(2,1,4)

|3+4+2—8|: 1 V12 23 |43

d(P,m,)=

Vavara 12 12 12 |6
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2 3 k 2 3 k|3
34) a) Formamos las matrices correspondientes: M ={1 k -1|; M*=|1 k -1/ -1
3 1 -3 3 1 -3-k
2 3 k 5
IM|=|1 k -1/=2-5k-3k*=0=k=
1/3
3 1 -3

e Casol.-Si k#-2; k#1/3=rang(M)=rang(M*)=3, se cortan en un punto

e Caso 2. Si k=-2, sustituyendo, rang(M) =rang(M*)=2

2 3 -23 1 -2 -1-1 E _oF 1 -2 -1-1
rangl1 -2 -1-1|=F, < F,=rang/2 3 -2 3 :Fz_SFlzrangO 7 0|5 |=
3 1 -32 3 1 -32) * 7t 0 7 0|5
1 -2 -1-1
=F,-F,=rang0 7 0|5 | secortan en unarecta
O 0 0]0

e Caso 3. Si k=1/3, sustituyendo, rang(M)=2=rang(M*)=3

2 3 1/3 3 6 9 1|9 6 9 1|9
rang/1 1/3 -1] -1 |=3F =rang|3 1 -3-3|=F,-3F,=rang/3 1 -3-3
3 1 -3-1/3 9 3 -9-1 0 0 0|8

El plano m, y ©; son paralelosy m; cortaa ambos

Xx—2y-z=1
b) Se cortan en una recta para k =-2, dicha recta es: t:{ 7 y 5 . Un vector director de dicha
y =
i k
rectaes V, =1 -2 -1=[(10])
0O 7 O

35) Sea el plano m:x+2y+32=6

a) Sea O'(a,b,c) simétrico de O(0,0,0) respecto de ©

X=A
Hallamos unarecta r L mt, que pase por O, r:<y=2k . Sea M =r N7, sustituyendo
Z=06A
369
A+AA+N=6=14A=6=>A=6/14=3/7;luego M = -7
3/7=al2
_ , (6 12 18
Imponemos que M sea el punto medio de OO’, entonces {6/7=b/2}=|0'= PN
9/7=cl2

José Manuel del Toro www.matdeltoro.com Resueltos Geometria - 16



PAU MADRID Matematicas II

b) Sea n' L t, que contiene al eje OZ

i j ok
- il ) :
Si fi, eselvectornormalde «n',q "~ " (=>0.=0_AVy, =1 2 3=(2-10)
w4 Vo 00 1

Asi :2x—y+D=0; como eje OZ — ©'=0(0,0,0) e ', luego D =0,

c) Sean A, B, C y O(0,0,0) vértices del tetraedro, con:

X+2y+32=06 X=6

o A=nnOX= y=0 =:y=0;y= A(6,0,0)
z=0 z=0
X+2y+32=6 x=0

o B=nmn0OY = x=0 =4y=3;=B(0,30)
z=0 z=0
X+2y+32=6 x=0

o C=nn0Z= y=0 =.y=0;=C(0,0,2)
x=0 z2=2

L L 6 0 0 L
Volumen tetraedro = €-|[OA,OB,OC]=E- 0 30 =E-36:>
0 0 2

36) m:2x—-2y+z=4.Sea P(x,y,00ez=0,

o |ex—y-4 2x-y-4 ~ 2x—y-13=0
d(P,n)—S:m— 3 =3=[2x-y-4=9= 2%y +5-0

37)Sea m:2X—-2y+z2=-2
Cortes de 7 con los ejes coordenados:
e A=nn{x=0}=A@00)Nn:2x-2y+z=-—2=a=-1=A=(-10,0)
e B=nn{y=0}=B(0,b,0)n 1:2x-2y+z=-2=b=1=B=(010)
e C=nn{z=0}=C(0,0,c)nn:2x-2y+z=-2=c=-2=C=(0,0,-2)

2 |2
a) d(O,n)zE—

b) Sea r, dicharecta, r, L t=V,, =(2,-2,1). Ademas O er, , entonces |I;, :{Y =—2A

c) Area del tetraedro contenido en 7w es el area del triangulo ABC
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i k
3
s=i.mBrAC=i.1 1 o0 =1-|(—2,2,—1)|:1.\/4+4+1=
2 2 o _, 2 2 2

38) Consideremos el punto P(1,3,-1),
a) Sea X(x,V,z), d(X,P)=3=,/(x-12 +(y-3)2 +(z+1)2 =3 =|(x-1)? + (y-3)? + (z+1)? =9

X=3h
b) Sea r:q y=1+ A, un punto genérico de r seria P(3A,1+ A,1—4)). Como d(X,P)=3, se tiene

z=1-4)

A=0
\/(3%—1)2 +(A-22+(2-40)? =3=0Br-D)%+ (L -2)? + (2—-40)? =9:>{7L . .La solucién son

dos puntos ’ P(0,.11) ‘ y ’ P(3,2,-3) ‘

39) Sean las rectas, r:X;:L: y-1_z-1 : S'X+1= y-2_z

3 4 1 -1 2

V. (2,34

(2.34) Pk

A (111) o

Sabemos que < _ = AA=(21-1) V AV,=]2 3 4=(20-1)
V.(1-12)
1 -1 2

A, (-1,2,0)

a) Perpendicular comun

Seat la recta perpendicular a ambas. Calculamos: V, =V, AV, =(2,0,-1))

Construimos dos planos:

x-1
Plano o que contiene alarectary al vector V, a:ly—-1 3 OJ—O:OL 3x—-10y +6z+1= 0‘
z-1 4

X+1 2
Plano B que contiene alarectasy al vector V, B:ly—-2 -1 0 =0:>‘B:X+5y+22—9=0‘
z 2 -
_ 3x-10y+6z+1=0
La recta pedida ser4, |t:
X+5y+2z-9=0
-2 1 - 5
b) [AAY, U, ]=|2 3 4 =|—15|=15;|\7r/\\75|=\/§.Asid(r,s):%:%:&@
1 -1 2 5

José Manuel del Toro www.matdeltoro.com Resueltos Geometria - 18



PAU MADRID Matematicas II

1 0 1 1 0 1 A
40) Construimos matrices M =| 4 A—2 2+X |; M*=| 4 A=2 24AN|A+2
22 +2 0 -—-A-6 2 +2 0 —x-6 —A
1 0 1

=2
M|=| 4  A-2 24X |=-3)*-21+16=0=
A=8/3
242 0 -)L-6

. Caso1.-Si A#2; A#8/3=rang(M)=rang(M*)=3, se cortan en un punto

. Caso 2. Si A =2, sustituyendo, rang(M) =2 =rang(M*)=3

1 0 1|2 E 1 0 1| 2
rangl4 0 4|4 |=* “'=rang0 0O 0 |-4
F, - 6F,

6 0 -8-2 0 0 -14-14

El plano m, y m; son paralelosy m; corta a ambos

o Caso 3.- Si A =-8/3, sustituyendo, rang(M) =2 =rang(M*)=3

1 0 1 |-8/3 1 0 1/-8/3
3F, F, —12F,
rang| 4 14/3 -2/3|-2/3 =4 =rang| 12 -14 -2| -2 =E L10F. =
-10/3 0 -10/3 8/3 3 -10 0 -10 8 3 !

1 0 1|-8/3
rang 0 -14 -14 32
0 0 0 |-56/3

El plano m; y m; son paralelosy m, cortaaambos

X—y=3 X—y+2=3
41) Sean lasrectas r: y S:
X+y—-z=0 x+z=1

a) Se puede comprobar que se cruzan. Calculamos sus vectores directores:

i j Kk i j Kk
vo,=l -1 0|=(112) ; v,=[1 0 -14=(2)
1 1 - 2 -1 0
i j ok
Sit es la recta perpendicular comin V, =V, AV, =1 1 2/=(-311)
1 2 1
X z
Como O(0,0,0) et se tiene [t : — _y_z
-3 1 1
b) Sea Q=sNt. Expresamos las dos rectas en paramétricas:
X=4+p x=-30 4+p1=-30
S:qy=1+2u t:< y=0 .Hallamos puntos comunes < 1+2u=06 ;=>u=0=-1
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Sustituyendo, |Q = (3,-1,-1)

42) Familia de planos, mx+(mM—-2)y+3(M+1)z+(mM+1)=0

a) Operando en la expresion anterior, —2y +3z+1+m(x+y+3z+1)=0

) {—2x+3z+1=0
Recta comun,

X+y+3z+1=0

1
b) Plano que pasa por P(1,1,0). Sustituimos x=y=1, z=0=3m+1=0=m= 3

Para este valor, familia de planos: — 2y + 3z +1—%(x+ y+3z +1)=O:>‘X—7y—62—2=0

i j ok
V.=l 0 -2=(211)
1 -1 1

X—22+1=0
=
-y+z+1=0

c) Sea r:{

Si mesparaleloar, i, LV, =h_-V,=0=Mm-23m+3)-(211)=0=>m=-1/6

Sustituyendo, este valor, — % X+ (— % - ZJy + 3(— % + 1}2 + (1— %] =0=

n:X+13y—152 +5=0]

43) Sean las rectas, r:x_+1:y_—2:i : S'X_Z: y+1_z+2

-2 2 -4 3 1 1
v, (-2,2,-4)
A (-12,0)
Calculamos _ Sea't la recta que corta a ambas y pasa por O(0,0,0)
V. (311)
A (2-1-2)
a) Construimos dos planos:
Xx+1 -2 -
Plano a que contiene alarectary pasaporO: a:ly—-2 2 2|=0=|a:4x+2y—-2=0
z -4 0
Si A (-1,2,0), 0(0,0,0)= OA, =(-1,2,0)
Xx—2 3 2
Plano P quecontienealarectasy pasaporO: B:|ly+1 1 -1 =O:>‘B: X—8y+5z=0
z+2 1 -2

Si A (2-1-2), 0(0,0,0) = OA, =(2,-1-2)

—

La recta pedida ser4,

|4x+2y+2=0
"|x-8y+5z=0
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b) Perpendicular comun

i j Kk
Sea p la recta perpendicular a ambas. Calculamos: V, =V, AV, ==|-2 2 —4=(3,-5-4)
3 1 1

Construimos dos planos:

x+1 -2 3
Plano o que contiene alarectary al vector V, ,a:ly—-2 2 -5=0=|a:7x+5y—-2z-3=0
y4 -4 -4
x-2 3 3
Plano B que contiene alarectasy al vector V,, B:ly+1 1 -5 =0:>‘[3:X+15y—182—23=0
z+2 1 -4

[3x-10y+6z+1=0
| X+5y+22-9=0

—

La recta pedida ser4,

X=4A
44) Sea r:qy=3\.Un punto genérico de ella P(4A,3A, ).
Z=A
Si Q es su proyeccion ortogonal sobre el plano z=0, Q(4A,3)1,0).
i j k

S(OPQ):1:>%-|OP/\OQ|=1:>%~ 4n 3 k=1:>‘(—3k2,4k2,0)‘=2:>\/9k4+16k4=2:>
4 3n 0

=V25\ =250 =2 A= J_r\/g . Luego dos posibilidades:

p(ﬂﬂﬁl p[_ﬂ_ﬂ_ﬁj
155 5T B

- X+2y—-5z2-5=0
45) Sean las rectas r: XLA' = y—7 _Z ; St y
-3 4 1 2X+Yy+2z-4=0
Calculamos sus vectores directores:
i j k
vV, =(-341),vV,=|1 2 5/=(9-12-3)=(3,—4,-1). Esclaro que V, =—V,, luego son paralelas
2 1 2

46) Sean A(0,1,0), B(1,0,1)
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a) Sea X(x,y,z) = d(X,A) =d(X,B)=x2 +(y-1)2 + 2% =,/(x—1)2 + y* + 22 = Elevando al
cuadrado, X* +(y—1)? + 2> =(x-1)% + y* +2° = -2y =-2x=|X—y =0
b) Como d(A B)=41% + (-1)? +1% =+/3, Si X(x,y,2) = d(X, A)=+/3, con lo que

D +(y -1 +2% =3[+ (y-1)2 +22 =3

c) Sea el plano m:x+ Y+ z=3. Si el triAngulo ABC tiene que ser rectangulo

con angulo recto en el vértice A, AC-AB=0 ,

como C(x,y,2)=(x-0,y-1,z-0)-(1,-1)=0=x-y+z+1=0

] ) X+y+z=3 . .
La recta pedida sera r: 1 gue en paramétricas seria, [F 4 y=1
X—y+2=—

47) Sean los puntos A(1,0,0), B(0,2,0), C(0,0,4),0(0,0,0)
1

aV=—-
‘ 6

:2:%=2:4x=12:

b) Sea h, la longitud de la altura del tetraedro OABC correspondiente al vértice O.

Se tiene, hy =d(0O, g ) = | | 12 =

= =|d=—
V127 +42 432 V169 13

_ x-1 -1 -
AB = (_1,3,0)} e ;

— y 0|=0=>m:12x+4y+3z-12=0
CD =(-1,0,4) , 0 4
X+y+1=0
48) Sea el punto A(L,—2,-3),larecta r: B yelplano m:x—2y—-3z+1=0

, _ Tc'| | r=v en
a) Sea 7' el plano pedido.

Tlrn=n.en

i j k
Calculamos vectores: fi_ =(1,-2,-3) ; Vv, =1 1 0[=(-10)
0 01
x-1 1 1
Como ademas A(l,—2,-3)ex', elplanosera, n:ly+2 -1 -2=0= ‘71:':3X +3y—z=0
z+3 0 -3
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X==1+A
b) Sear en paramétricas, r:¢ y=-A ,y P.(—A—1-X,0) un punto genérico de ella.
z=0

Llamamos s a la recta pedida, es paralela a mluego V, Lf_. (*)

Como esta recta pasa por A, si suponemos que P, es el punto de interseccionder y s,
V,=AP = (-1+A-1-A+23) = (A—2-1+23)

Aplicando (*) (A —2,—A+2,3)- (L—2,-3)=0=A—-2+2L—-4-9=0=A=5; luego P, (4,-5,0)
Asuvez, V;=(5-2-5+23)=(3-33)=(1-1))

X=1 y+2 z+3
1 -1 1

w

La recta pedida ser@,

49) Sean los puntos A(A,2,1), B(2,—A,0), C(A,0,A + 2)
a) Consideremos AB=(2-A,—A—2,-1), AC=(0,-2,2), BC=(L—2,A, L +2)

2—-A —A-2 -—A
Si A, By C estan alineados, | 0 -2 2 |=0=0=0 (luego no existe A)
A—2 A A+2

b) Calculamos distancias:

d(AB)=\(2=1)% + (L —2)% +1% =332 +8
d(AC)=v0%2+2% +22 =8

d(B,C)=/(L-2)2 +2% + (A +2)% =322 +8

Luego AB = BC, entonces el tridngulo es isdsceles.

c) Si A=0= A(0,2,0), B(2,0,0), C(0,0,2) . Formamos AB = (2,-2,0) , luego

X 2 0
niy+2 -2 —2=0=n:x+y+z-2=0|
Z 0 2
d(0,x) = 4 |2
V14141 B

Xx-=3 y-5 z+1
1 -1

Pasamos r a paramétricas, y tomamos un punto genérico.

50) Consideremos la recta r: ,yelplanom:2x—y+2z+1=0

Tomamos un punto genéricoder, P(3+A5+A,—1-2)
2@+4) = (5+A) +2(-1-14) +1 |- 4
=1=

NA+1+4

Como d(P,n)=1=>

=1=|-A|=3=1=143
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P,(6.8-4)]

Obtenemos dos puntos, ‘P1(0,2,2)

X—y=3 X—2=4 _
51) Sean las rectas r: S: Calculamos sus vectores directores:

X+y—-z=0" "|2x-y=7
i j ok ij ok
v,=l -1 0(=@112) ; Vv,=]1 0 -1=(-1-2-1)
1 1 - 2 -1 0
i j kK
. ) tLr L
Sit es la recta pedida {tls}:vt:vr/\vs: 1 1 2/=B-1-)
-1 -2

Como P(2,-12) et =|t: = =

_ - x—3y—-5=0
52) Sean las rectas r%:y—llzz—z2 ; s:{ y

a) Sea T el plano buscado

i ]k _
_ _ rcn=v,en
V,=(1-12); v,=[1 -3 0|=(31) ; { _ }: como A(0L2)ex
s/ [r=V, en
1 0 -3
X 1 3
n:ly-1 -1 1=0=|n:3x—-5y—4z+13=0|
z-2 2 1

15+4+13 32 |4
b) d(s,m)=d(P,,n), tomamos P, (5,0,-1), d(s,n)= = =|—
J9+25+16 50 |5

X—ay=2 . Xx—z=1
ay+z=1"|y+z=3

53) Sean las rectas r :{

a) Posicion relativa : Calculamos sus vectores directores

R N i j k
V,=[1 -a 0O=(-a-1-a) ; Vv,=|1 0 -1=(@1-1)
0 a 1 01 1
Un punto de cada uno de ellas es A, =(2,0,1) , A, =(1,3,0), asi Arﬂs =(-13-1)
—-a -1
Formamos la matriz M*=| -1 <1 3 :>|M*|=4a=0:>a=0
a -1

Caso1.-Si a=0, rang(M)=2, rang(M*)=3, las rectas se cruzan
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Caso 2.- Si a=0, rang(M)=2=rang(M*), las rectas se cortan en un punto

A AV, T
b) Sea a=1, d(ns)zlLlﬁi—é—:J;
V, AV,
i ok -1 3 -
U A =1 -1 1=(022)=[7, AV|=V8 i [[A AL ]=1 -1 1|4
1 -11 1 -1 1
4 48 82
Asi :—:—:—Z\/E
si d(r,s) %8 g

54) Sean los puntos A(0,0.1) , B(1,0,-1), C(0,1,-2) y D(1,2,0)

a) Formamos AB = 1,0,-2), AC = (0,1,-3) y calculamos el plano que pasa por A, By C

X 1 0
Ty 0 1|=0=>2x+3y+z-1=0.
z-1 -2 -3

Sustituyendo D, 7#0, luego D ¢, no son coplanarios

b) |m:2x+3y +2 —1=0| (Ver a))

2+6+] 7 7414 |J14

c) d(D,n) =

Ja+9+1 J14 14 |2

55) Sea el plano 7:3x+2y—2z+10=0 yel punto P(1,2,3)

x=1 y-2 z-3
3 2 -1

-

a)Sea r Ln=V,| |, =V, =(32-1).Como ademas Per,

X=1+3A
b) Q=rnm; Larectar en paramétricas: r:qy=2+2\ ;
Z2=3-A

Un punto genérico de r, Q=(1+ 31,2+ 2A,3— 1), sustituyendo en 1 :

3(L+30) +2(2+21) —(3—A) +10=0=>141 +14=0= L =—1, luego |Q (-2,0,4)

x=0
c) Sea R=0Y N, el eje OY :{ 0’ luego R=(0,t,0), sustituyendo en el plano =:

2y +10=0=y=-5, con lo que el punto |R (0,-5,0)

i ik
L 3-1419| 971967361 |V
d)Area(PQR)=%‘QP/\QR‘=—3 2 )L . )| 9+1926+361= 5266
2 _5 _4

56) Sean los puntos P(1,1,3),Q(0,1,0)
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a) Sea R(X,Y,2),con d(P,R)=d(Q,R)=/(x—1)2 +(y-1)% +(z-3)% =\x* +(y-1)? +22 =

elevando al cuadrado, (x—1)% +(y —1)? +(z—-3)? =x? + (y —1)? + z?; operando se obtiene el

plano

b) Sea S erpy, con d(P,S)=2-d(Q,S)

x=1-XA
Construimos la recta que pasa por Py Q, PQ =(-10,-3), luego rpy : y=1
z=3-3\

Un punto genérico de estarecta, S=(1—-A,1,3—31), como d(P,S)=2-d(Q,S), se tiene

JA=%-1)% +0% +(3-31-3)% =2-/(1—2)% +0 + (3—31)? = elevando al cuadrado y

operando, 1007 =4(10A” — 20A +10) , simplificando, 3A* —8A +4 =0, resolviendo obtenemos

2
A= <2/3; con lo que obtenemos dos puntos: ‘Sl (-11,-3);S, @/ 3,1,1)‘

X+1 -2
57) Consideremos las rectas r: T = y-< =

Construimos dos planos:

x+1 1 -
Plano o que contiene alarectary al vector V, ,a:ly—2 2 2 :0:>‘0c:4x+y—22+220‘
z 3 -
X 2 -
Plano B que contiene alarectasy al vector v, B:|ly-1 3 2 :O:>|B:11x+2y—7z—2=0|
z 4 -
) dx+y-22+2=0
La recta pedida sera, |t:
1Ix+2y-7z-2=0
58) Sea el plano w; : X+ Yy+z=1ylarecta r:x_—lzy_+1:i
2 3 -4
x=1+2\
a) Sea P=rnm;Larectaren paramétricas: r:qy=-1+3\ ;luego P(1+2A,—1+3A,—41)
Z=—4\

Sustituyendo en 1, 1+ 21 —1+3A—4A=1=A =1, luego |P (3,2,-4)

b) Sea | |m, = m, ix+y+2=K

Sabemos que rNm; =P(3,24); rnn,=Q
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Calculamos el punto Q en funcion de K (de manera analoga que P en el apartado anterior a))
Q@+ 2A,—1+3A,—4)) . Sustituyendo en 7, 1+2A -1+ 3L —4A =1= A=K ,con lo que el punto

Q sera, QL+ 2K,-1+3K,—4K).

como d(P,Q) =29 = /(L+ 2K —3)% + (-1 + 3K — 2) + (-4K +4)2 =~/29 = 29(K —1)? =29

Luego K =0 6 K =2. Asi obtenemos dos planos:‘nl:x+y+z=0‘y‘n2 :x+y+z:2‘

59) Sea el plano t=x+3y+z=4, se pide:

X=X
a) Sea r larecta perpendicular a 7t que pasa por O(0,0,0) :”:%:%:% =r:sy=3L
Z=X
Sea M :rmn:>X+9X+X=4:>11K=4:>k:i.Setiene que M = igi
11 11 1111

Sea O'(a,b,c) el punto simétrico pedido, imponemos que M sea el punto medio de OO':

b 412 4 4/l1=al2 8 24 8
E,—,E =|—,—,— |, igualando componentes: <12/11=b/2 :O'z(—,—,—j
222 11 11 11 11 1111

4/11=c/?2

b) El vector normal del plano x=0,es n=(10,0)yelde: n_ =(131);

n-A,| 1 1 Y11
A, Vi-Vi+9+1 a1 [11
c) Calculamos vértices del tetraedro, ademas del origen:

o A=nn{x=0}=A@00)Nn:x+3y+z=4=a=4=A=(4,00)

|

Se tiene que coSa =

>l

e B=nn{y=0}=B(0,b0)n m:x+3y+z=4=b=3=B=(0,4/3,0)
e C=nn{z=0}=C(00,c)Nnn:x+3y+z=4=c=4=C=(0,0,4)

10 0 O
1t 4 o o 1 ° 9 e 32
V(T)==>- ==.Jo 4/3 o=2-L = vm=22
6L 0 4/3 0 6 o 4 63 9

10 0 4

60) a) Sea m el plano buscado

rcn=v,en
V. =(23)) ; vV, =(21)) ; { }:> como A(1,20)en

S| |TC:>\75 ET

=0= 2x—4z-2=0=|n:x-2z-1=0|

x=1 2
miy—-2 3
z 1

[l =S )

b) Determinar la distancia entre lasrectas r y S
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d(r,s)=d(s,m) (con mel plano calculado en el apartado anterior). Es decir, si P(-2,0,2) s, se tiene

-2-4- 7+/5
qued(r.s)—de.m= 274 T g =15
Ji+4 |5 5
X =2\
c) Como tes paralelaa r = Vv, =V, =(2,31), como pasa por O(0,0,0), t :gz % =§ =t:{y=3A
Z=>A
X=-2+2u
A su vez, larecta Sen paramétricas es: S: y=u Igualando coordenadas:
Z2=2+p
2L =-2+2u A=1/2
=<3\ = n) = Resolviendo: { p=3\ , lo que es imposible. Luego no se cortan
A =2+ r=-1
v, (12,a)
A, (0,0,0) R
61) Calculamos < _ Ademés, A A, =(3,0,3)
Vi (b1-1)
A, (3,0,3)
1 b 3 1 b 3
Siry s se cortan, son coplanarias, luego rang|2 1 0|<3=]2 1 0=0=>-3a-6b-3=0=>
a -1 3 a -1 3
= |a+2b+1=0
Siry s son perpendiculares: V, -V, =0=(1,2,a)-(b,,-1)=0=
a+2b+1=0
Resolviendo el sistema: {b a0 } = y
+ — =
62) Sea el plano n=2x—-y+2z2+1=0 . Si n'| |TC, se tiene que w'=2Xx—-y+2z2+K=0
k- k - k-1=9=k =10
Como d(n',n)=33i=3:u=3:|k -1=9=
Ja+1+4 3 k-1=—9=k=-8
Luego la solucién seran dos planos: ‘n’l =2X—-y+2z+10= 0‘ y ‘nz =2X—-y+22-8=0
63) Primero estudiamos posicion relativa de la recta y el plano
1 x=1+2A
r EXT_zi:l:%: r:q y=-A Sustituyendoenelplanot=1+A—-A-2A+1=0=2-2A=0=
B Z=XA

= A =1. Con lo que la recta y el plano se cortan en |P(2,-11)

Calculamos ahora el simétrico de un punto cualquiera A de la recta r respecto del plano &
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e Sea A(L00)er ysea A'(a,b,c) su simétrico
e Calculamos la recta s perpendicular amt=x+y —2z +1=0 que pasa por A:
X=1+p
Si s Lr=V| |i, =V, =(11,-2), como pasapor A, s:3 y=p
Z=-2u

e Calculamos el punto M =s N ; l+p+u+4p+l=0:>6p.:—2:>u=—%.Luego M(%%%)
e Imponemos que M sea el punto medio de AA’:

(a+1)/2=2/3

(1 2 4

b/2=-1/3 }=|A|-——=,=

c/2=2/3

La recta simétrica r' pedida sera la que pasa por los puntos P y A’

_X=2 y+1 z-1

PA'= (— 5 , 1 , 1] 6 bien (-5,1,1). Con lo que

r=
333 -5 1 1
i j k
64) a) Sea't la recta perpendicular a ambas. Calculamos: V, =V, AV, ==|2 3 -1=(13-9,-1)
11 4
Construimos dos planos:
X 2 13
Plano o quecontienealarectarya Vv, ,a:ly-1 3 -9 :0:>|oc:12x+11y+57z+217=0‘
z+4 -1 -1
x 1 13
Plano B que contiene alarectasy al vector vV, B:ly 1 -9 :0:>‘B:35X+53y—222=0‘
z 4 -1

—

La recta pedida sera,

[12x+11y +572+217=0
35x +53y —-22z=0

H:Ar'g‘sivr'vs]
b) Como las rectas se cruzan, d(r,s) :ﬁ ; A, =(01-4), A =(0,0,0)= A A =(0,—14)
V. AV
2 3 -
U, AV, =(13-9-1) =7, AV,|=V251; [AAV, |- 1 4]=4

0 -1 4

Asi d(r,s)=i= 4251

7251 251
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i ]k
— X+z=3
65) a) Sean las rectas : rEX=y—1=Z—+1 , S: .Setiene: V=1 0 1/=(2,-1)
2 -1 2X—y=2
2 -1 0
Como V, =(1,2,-1) las rectas son paralelas
z=3
A, =(0,1,-1). Para hallar un punto de s, hacemos x =0, luego { y=2 = A =(0,-2,3)
X 0 1
Formamos A, A, =(0,-3,4). Asi el plano pedido sera: n:|ly—-1 -3 2 =0:‘n:5x—4y—3z +1=0
z+1 4 -
i j Kk
0 -3 4
AVl 2 - -5,4,3 543
b)d(A,s)J —— = _les49) 5o, 543
A V+a+1 J6 J6 3
1 0 00
11110 0f 1 L oo 1
66) a) Vol == - ==.o 2 ol==-6=1]
6L 0 2 0 6
0 0 3
1 0 0 3
b) Calculamos el plano © que pasa por P=(1,0,0), Q(0,2,0)y R(0,0,3)
x-1 -1 -
PQ=(-12,0), PR=(-10,3).Asi: ©:| y 2 0|=0=>mn:6x+3y+22-6=0
z 0 3
o _ . XYy 2z
Sea r Ln=V,| |A, =V, =(6,3,2). Como ademas Oer, re=g=5
X =06\
Sea M =r N ; Larectar en paramétricas: r:qy =3\ ;
=2\

Un punto genérico de r, M =(6A,3A,2) , sustituyendo en = :

18 12
6-6k+3-3k+2-2%—6=0:>497u—6=0:>7\.=£,Iuego M E,—S,—j
49 49 49 49

Si O'(a,b, c) es el simétrico pedido imponemos que M sea el punto medio de OO’

b 36 18 12 36/49=al2 72 36 24
E,—,E =|—,—,— |, igualando componentes: {18/49=b/2}=|0'=| —,—,—
222 49 49 49 49 49 49

12/49=c/2
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i j k
-3 20
PA AV [-2 1 3 69D < Ja1
67)a) V, =(-213), A, =(-12,-1), d(AS) =‘ — iy = ”( )” = 118 =|d =—3
|Vr| VA+1+9 V14 V14 7
x=-1-2A
b) La recta r en paramétricas r:< y=2+XA .Sea P’(a,b,c) simétrico de P respecto de r
z=-1+3L

Construimos plano © perpendicular ar, que pase por P, nJ_r:>\7,| |ﬁ7t =n,=(-213)
=>n.-2X+y+32+K=0,si P(20,-)en=-7+K=0=K=7
Luego =>m:2Xx—y—-3z+7=0;Sea Q=rnoa= =2(-1-2A)-2-A—-3(-1+3\)-7=0=>

=>A= —;. Sustituyendo enr: Q = (%% —gj Imponemos que Q sea el punto medio de PP’
5 b 1 110 19 1/7=(a+2)/2
(La = C;j = (— ,— —7J , igualando componentes: 10/7=Db/2 =

2 2" 2 77
~19/7=(c-1)/2

o[22 3]

68) Consideremos el plano t=2x+ay+4z+25=0 yla recta: rzx+1=y7_1=ZT+3,
a) Expresamos la recta r como interseccion de dos planos:
X+1=—_1:>2X+2=y—1 2X—v+1=0
2 :>r:{ yre=
x+1=%3:>5x+5=z+3 X-2+2=0
2 a 4 2 a 4 25
Sircn=rangM =rang|2 -1 0 |[=rangM*=rang|2 -1 0 1 |=2.
5 0 -1 5 0 -1 2
5 2 a 4
Comol OW=5¢O:>|M|=2 -1 0|=0=22+2a=0=|a=-11
5 0
b)Si a=—2= n=2x-2y+4z+25=0=0_=(2-24)=(1-12)
3 1 x==3/2+A
Sea SJ_TC:>\75| |ﬁ7r:>\75 =(1-12), como P:(—E,O,—?jes: S: y=-1A
z=-11/2+ 2\
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Sea Q=£—§+K,2X,—%+k]es tal que d(Q,m)=v6 =

3 11
2| ——+A|+2A+4 | ——+A|+2
‘ ( 2" j+ i ( 2" j+5{ R e 2
j—t = = = = =
N4+4+16 J24

12
=12\ =v144=12=>12) =< o= M =*1. Sustiuyendoen Q:
1 7 5 15
= __1_11__ = __111__
Q ( 2 2) y Q. ( 2 2)

c)Sia=—2=10_=(2-24) yV,=(@125).Asi: sena=

~fu=trTy

|(21_2|4) ° (11215)| - 18 .
Va1 4416-1+4+25 24.4/30

X=2 x=0
69) Expresamos las rectas I, y I, enparamétricas I,:qy=1. r,:qy=n
z=3 Z=p
i j k
a) Seat la recta perpendicular a ambas. Calculamos: V, =V, AV, ==1 0 0/=(0,-11)
011
Construimos dos planos:
x 1 0
Plano o quecontienealarectar;ya V, ,a:ly—-1 0 - :O:>‘a:y+z—4=0‘
z-3 0 1
x 0 O
Plano B que contiene alarectar,y al vector V,, B::ly 1 - =0:>
z 1 1
_ ) y+z-4=0
La recta pedida ser4, |t: K0

‘[Al’l Al’z 'vrl ! VI‘Z ]

A, =(013), A, =(000)= A A, =(0-1-3)

b) Como las rectas se cruzan , d(r,,r,) =

V. AV
0 -1 -3 .
U, AV, =)=, AT |=2 ; [A ALV, ]=1 0 o =2,Iuegod=E=
01 1
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70) a) Calculamos ecuaciéonde n,: m,:|y—2 2 0=0=m,:bx+3y-z-2=0
z-4 6 b

. S o ; 2 1 -a
Si m; y m, sean paralelos, N, y f, tambiéen seran paralelos, luego E:_l ¢—2:>,

3y—-z-2=0

b) Sean a=1y b=0 ytlarectaintersecciénde m, y m,.t: . En paramétricas:
2x—-3y+z-1=0

ik
V, =V, AV, ==|2 -3 1|=(013). Para hallar un punto de t, hacemos en la ecuacién y=0,
0 3 -
x=3/2
-z-2=0
= = A =(3/2,0,-2) . Luego: |t: y=»A
2x+2-1=0
7=-2+3\

c)Si a=4yb=-2 m:2x-3y+z-4=0y n,:-2x+3y—-z-2=0.Sea P(X,y,z), tal que

|2X—3Y+Z—4|_|—2X+3y_z_2|:>|2x—3y+z—4|=|—2X+3y—Z—2|:'

d(P,mn,)=d(P,n,)=> =
(Pm)=dP )= ent N

2x -3 —4=-2x+3y—-2-2 4x—-6y+22—-2=0
<x y+2 X+3y-z >:>< X—6y+2z >:>\n:2x—3y+z—1=0

2X—-3y+2—4=2x-3y+z2+2 —4=2 Imposible

71) Se consideran las rectas:

X=1+A i j ok
R X+2y—-z=-1 _
r=1y=2 =V, =Q10-1);A =123) s= ) =vV,=[1 2 -1=(-1-1)
X+y=—
73— y 10 1

Punto de s: haciendo y=0; A, =(-2,0,-1)

Construimos dos planos:

x 1 1

Plano o quecontienealarectarypasaporP: a:ly—-1 1 0 =0:>’0L:X—6y+z+8=0‘
z+2 5 -
x =21

Plano B que contiene alarectasy pasaporP: p:ly-1 -1 - :0:>‘B:2X—y+32+7:0‘

z+2 1 -

—*

La recta pedida sera,

| x-6y+z+8=0
12x-y+32+7=0
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72) Sean las rectas:

(e 2X+y—z2=-2 S=X+1—l z7-1
S x-2y=-1 1 -3 2

a) Formamos el vector AB=(a—1,3,—2). Silarectat ha de ser paralela a la recta s: \75| | AB =

222 2 saios(as0)

~3 -2

b) Sea mel plano pedido. Si rcny s| [r=V, o=

iJ ok
Calculamos A, =(-100) y Vv, =12 1 -1=(-2,-1-5)
1 -2 0
x+1 1 -2
Asi |y -3 -1=0=[m:17x+y-72+17=0|
z 2 -5
. ik
n, Ln, o -
73) Sea nlm y nlm,, entonces {ﬁ iﬁ1}:nn:nm/\nn2:5 -1 -7/=(20,-1917)
m 2 3 1

Como ademas el plano ha de para por el origen: ‘TE :20x—19y +17z =0‘

74) a) Calculamos los tres vértices del tetraedro que faltan:
o A=rnn={x=y=z}N{2x+3y +72=24}=2x+ 33X+ Tx=24=12x=24=x=2=|A=(2,2,])

y=0
O}m{2x+3y+7z:24}:2x=24:x=12:

x=0
e B=rynn= N2X+3y+72=24/=3y=24=y=8=|C=(08,0
ne (ot T2y 24y
0 0O
) 2 9 2 2 2
VOIZ%' 12 0 o:%' 2 0 0:%:
0 80
0 80
i j k
b) Sea t la recta perpendicular a ambas. Calculamos: V, =V, AV, =1 2 -2/=(4,-3,-1)
2 3 -1

Construimos dos planos:
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x+1 1 4
Plano o que contienealarectar;ya VvV, ,a:|ly—-5 2 —3:0:‘0c:8x+7y+112—16=0‘
z+1 -2 -1
X 2 4
Plano B que contiene alarectar,y al vector V,, B::ly+1 3 —3=O:>‘[3:3x+y+92—8=0‘
z-1 -1 -1

—*

La recta pedida sera,

|8x+7y+112-16=0
| 3x+y+9z2-8=0

75) Sean los planos m; =2X+Yy—-2z=1, m,=X-y+2z=1

a) Como los vectores i, =(2,1,-2) y i, =(1,—12) no son paralelos, los planos se cortan en una recta

i j k
b) El vector director de la recta que determinanes i, Afi, =12 1 -2=(0,-6,-3)~|(0,-2,-1)
1 -1 2

_ 2x+y—-2z=1 2x+y=1 2
Para hallar un punto de dicha recta: hacemos z=0 en = =>X=—;
X—y+2z=1 x—y=1

-1 2 1
=——.Conlo que el punto sera|P=| =,—=,0
=3 aue Py (3 3 j

76) a) Calculamos un punto genérico der = XT_l =y+1= izz .Para ello expresamos la recta en

Xx=1+2\

paramétricas: r=qy=-1+A1 =>P=(1+2A-1+X,-2+2)).Como d(P,n,)=d(P,=,), se tiene:
Z2=-2+2\

|2(1+ 20) —3(-1+2) +27L—2—]4 |2(1+ 20)-1+A-3(21-2) —Jj

= = Operando:
v4d+9+1 v4+9+1
|9X—4|_|—X+6| MN—-4=-A+6=>A=1

= |9K - 4| = |— A+ 6| = < . Con lo que obtenemos dos

NIV M —4=h—6=A=—1/4

puntos: [P = (300)] | p-z[%,_g,_gj

b) Calculamos vértices restantes del tetraedro:

. A=rlmnl={y

0 1
}m{2x+3y+2—1:0}:>2x—1=0:x=%:> A=(§,o,o)
1
3

0
. B:rzmnlz{ O}n{2x+3y+z—1=0}:>3y=1:>y:%:>B:(O, ,0)
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_O}m{2x+3y+z—1=0}:z=1:>

X
e B=rynm=

0 0 0
1tz 0 0 111 [1

Vol == ——.Z.Z=|=
6 0 1/3 0f 6 2 3 |36
0o 0 1
c) Sea rz)(7_1=y+1=ZL22 ym,=2x+y-3z2-1=0

Construimos el plano © L ©t, con r . Se tendrd que =M, AV,.Como i, =(21,-3)y V, =(2,12)

i j Kk
n,=12 1 —-3=(5-100)~(1-20).Asi t=x—-2y+ D=0, como P(1,-1-2) er c &, sustituyendo

2 1 2

1+2+k=0=k=-3,luego t=x-2y—-3=0

{ x—2y-3=0

La recta proyeccion ortogonal sera m N7, , es decir:
2X+y-3z-1=0

X=1+ 2\
77) a) Larectar en paramétricas r:<y=-1+A. Sea P’(a,b,c) simétrico de P respecto de r
Z=—L\

Construimos plano m perpendicular ar, que pase porP, w Lr :>\7,| | n.=n. =(21-1
=>n:2x+y-z+K=0,si P(01l)en=K=0.Luego = m:2X+y—-2z=0;

Sea Q=rnn= :»2(1+2x)+(—1+x)+x=o:x:_%

Sustituyendo enr: Q = [%—%%) . Imponemos que Q sea el punto medio de PP’
0 - L 471 4/6=al2 a=4/3
( ;a, ;L ,C;r jz E_ggj igualando componentes: {—7/6=(b+1)/2; = 1b=-10/3} =
1/6=(c+1)/2 c=-2/3
Jp(2-22)
33 3
b) Sea t la recta pedida. Como ty s:{ i se cortan, si M =t ns=(0,0m). Como P(0,11) et

PM et = (0,3, m—-1) et. Ahora biencomo t L r= PM 1V, =(0-1m-1)-(21-1)=0=

_ _ =0
_y-1_z 1ét:{x
y—z=0

—m=0, luego M =(0,0.0) y PM =V, = (0,-1—1) =|t =
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78) a) Dados los puntos P, (1,3,-1), P,(a,2,0),P;(154) y P,(2,0,2) ,formamos los vectores:

RP,=(a-1-L), PP, =(025) y PP, =(1-33)

Si los puntos estan en el mismo plano los vectores anteriores seran linealmente dependientes. Es decir:

a-1 -1 1 1
0 2 5 =0:>21a—28:0:>a:§:> a=—
21 3

1 -3 -3

T —— —— 1 1 3a-4=6=3a=10
b)V:6‘[P1P2,P1P3,P1P4]:7:€|21a—28|:6-7|3a—4|:7:>|3a—4|:6:< >

j
Ja-4=-6=3a=-2

a=—|yla=-=
3 Y 3

c) Sea nt con d(P,, ) =d(P;, ). El punto medio de f%enz{l,&g}iﬁ-

Por otra parte Pl—P’ =(0,2,5) sera perpendicular al plano 7. Luego ©:2y+5z2+K =0.

Como el punto medio anterior esta en el plano: 2-4+5-g+ K=0=K= —%1 .

Sustituyendo en el plano: m: 2y+52—3?1:0:> n:4y+10z-31=0

79) a) Calculamos un punto de cada una de ellas y sus vectores directores

V. =(3-52); A, =(210); Vv, =(-110); A, =(-135). Formamos el vector A A =(-325)

3 -1-3
Estudiamos rango de la matriz determinada por los tres vectores: M*=| -5 1|2
2 0|5
3 -1 - 3 -1
IM*%=-5 1 2|=8=rang(M*)=3.Como rang(M)=rang| -5 1 |=2
2 0 5 2 0
Las rectas se cruzan
3 -1 -
b) Como pora) [A AV, 7,|=1-5 1 2|=8.y ¥, AV, =(-2-2-2) =[7, AV, |=+12
2 0 5
AA 9] & & 4 43
d(n,r)= - = = = |d=—"2
v, A%,| V12 243 3 3
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2
;» luego d =—=.\/2
\2

X=4+2)
80) Expresamos la recta r en paramétricas r:< y=1—) . Un punto genérico de r sera de la forma:
z=2+3\

[2(4+20) +1-2% +2(2+30) -7

P=(4+2A1-A,2+3)).Como d(P,n) =1, se tiene: =1= Operando
Va+4+1
|—2—3X| -2-3A=3=-3A=5=>A=-5/3 )
——=1=]-2-3)|=3= . sustituyendo estos valores en P
3 -2-3=-3=-3=-1=A=1/3
obtenemos |P = E,g,—?ﬁ ,|P= 1—123
33 33
81) Calculamos un punto y el vector director de las dos rectas
x-1 y-2 z _
r=——="—=—=>=V.=(22-2);A =(1,20
== =(22-2); A =(120)
i j k
X+y=4 _
= =vV,=1 1 0/=(,-1-2)
2X+z2=4
2 01

a) Método 1.- Como 7 |[r =V, en, 7| [s=V, e n. Ademas el plano pasa por A(2,34), luego:

x-2 2 1
Asim:ly-3 2 -1=0=|n:3x-y+2z-11=0
-4 -2 -2

Método 2.- Al ser las dos rectas paralelas al plano, su vector normal seré perpendicular a las dos rectas.

i j k
Luego: n_,,: =V, AV,=12 2 -2=(-31-2)= n:-3x+y—-22+K=0.Como A(2,34) estaen el
1 -1 -2

plano —3:2+3-2-4+K=0=-11+ K=0= K =11. Sustituyendo: n:-3x+y—2z+11=0, es decir:

m:3x—y+22-11=0

b) Sea t la recta pedida. Como t L t=V, =f_=(3-12). Ademéas B(4,-1,2) et, luego:

x—4 y+1 z-2
3 -1 2

t

82) Sean los puntos P=(21-1)y Q=(3,0,-2)
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a) Si P' es el simétrico de P respecto de Q, este punto Q es el punto medio de PP'.

Asi si llamamos P'(a,b,c), se tendra:

3=(a+2)/2 a=4

P'(4,-1,5)
(3,0,2)=(a’;2,1;b,_12+CJ 0=(+b)/2 \= Jb=-1!=
2=(-1+c¢)/2 c=5 Q(3,0.2)
—|P'=(4,-15) P(2,1,-1)
x=1+2A
" L x-1 y-1 z )
b) Sea P''(a,b,c) simétrico de P respecto de rET:TZI =>riiy=1+2

Z=X\
Construimos plano o perpendicular a r, que pase por P, aJ_r:>\7r| |ﬁa =n, =111
=Sa:X+y+z+K=0,si P2l-) ca=2+1-1+K=0=>K =-2.
Luego = a:X+y+z2—-2=0;
SeaM=rnn=1+A+1+A+A-2=0=A=0.

Asi: M (310). Imponemos que sea M el punto medio de PP"

[2 Z 2 ) 1;b , ¢ ;1] = (1,1,0), igualando componentes:

1=(2+a)/2 a=0

1=(1+b)/2 = 1b=1} =[P"=(011)|

0=(c—1)/2 c=1

c) SeaP'"'(a,b,c)simétrico de P respectode m:X+y+z=3

X=2+p
Construimos recta n perpendiculara n, V, =(111),como Pen, n:q y=1+p
Z=-1+p

SiN=nnN=2+u+1+u-1+p=3=3u=1=u=1/3,
luego N = 2+1,1+1,—1+l = Z,ﬂ,_Z
3 3 3 33 3

Imponemos que N sea el punto medio de PP'""’:

1_3a+2 _ . _g/3

3 2 85 1
fzuzb:5/3 luego, |\P"'| =, =,—=
3" 2 3'3" 3
3 2
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83) a) Calculamos un punto de cada recta y sus vectores directores

X=1+p
Xx—z=1 X—p=1
En rs{ llamamos z=p= rs{
y-z=-1 y—p=-1
Z=p
X=1+A
Ens=3 y=-A A;(10,3), Vi =(1—10). Calculamos A, A; =(0,1,3) discutimos rangos:
z=3
1 10 1 10 1 1[0

Matematicas II

= r={y=—-1+p= A (1-10), V, =(111)

rang|1 11|=F, -F =rang/0 0|1l |=F; < F,=rang|0 1|3 |= =rang(M)=2=rang(M*)=3

0 13 0 13

las rectas se cruzan

b) Plano que contienea Paylarectar

Como ﬁ; =20 m,=| vy

La recta pedida sera

Xx+1 1 2

z-2 1 -2

Plano m, que contiene a P(-10,2) y alarectas

x+1 1 2

z-2 0 1

,_..
If

X—4y+32-5=0
X—y—-2z+5=0

i
c) Seat la recta buscada. Calculamos V; =V, AVg =|1
1

José Manuel del Toro

Plano m; que contiene a larectary a V,

x-1 1 -
=Yy 1 1|=0=>n=x+y-22=0
z 1 0

Plano m, que contiene a larectas ya V,

x-1 1 -
m,=y 1 1|=0=>mn,=2=3
z-3 0 O
. X+y—-2z=0
La recta pedida sera |t=
z-3=0

0 01

Como PA =(2-1-2), my=| y 1 -1=0=m=x-4y+32-5=0

1 0=0=mn,=x-y-22+5=0

= (~11,0)

Ll
o =

www.matdeltoro.com
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x—4 y-6 z-
2 1

con la esfera de centro

84) a) Se trata de hallar los puntos de corte de la recta r

C(L,2,-1)y radio /26 . Esta esfera tendré de ecuacion: (x—1)2 +(y—2)? +(z+1)? = (V/26)? =26

X=4+2\
Expresando la recta en paramétricasr:< y =6+ A , sustituyendo en la ecuaciéon de la esfera:
2=2+A

(4+20—-1)2 +(6+1—2)% +(2+A+1)%2 =(+/26)? =26 = (3+21)2 + (4 +1)2 + (3+21)? = 26 = Operando:

A=-1/3
A +13+4=0 :< 3 Sustituyendo en la ecuacion paramétrica de la recta obtenemos dos puntos:
2 1 1 10 17 5
=l4-=6—-=2—= =(4-8,6-4,2—4). Es decir: —— = —-4,2,-2
Q ( 3673 :JyQ2 (: ). Es decir Ql[s 33ij2( )
x-1 z-3 ‘EaAvr
b) Q(-210), rsz y+2=——.Lladistanciade Qares: d = |_ | ,siendo Per
Vr
i j ok
Tomemos P(1,2-3) = PQ=(-33-3).Asuvez: PQAV, =2 1 2|=(-9,09)
-3 3 -3
-9,0,9 N
Conloque d = |( )| = 162:d:3\/§
J22 12422 9
i j kK
] -2X+y-1=0 _
85) Calculamos un punto y el vector director de larecta r= 3 —7-320 =V, =-2 1 0/=(123)
- 3 0 -

Como m:2X—y+z+1=0=n_=(2,-11)

a) El plano que pasa por r y es perpendicular a 7 tiene como vectores directores V. y fi,. Como ademés

x-1 2 1
pasa por P, su ecuacion serd: n=| y -1 2=O:>‘Tczx+y—z—2=0‘
z+1 1 3
b) ang(r,®)=sen (V,,i_)=d = |2_2+3| 3 _3 :a—arcsen(ij
’ T V1+4+9.J411+1 146 84 J84

86) a) Con los puntos A, B, C y D formamos los vectores AB = (-2,3-3), BC= (-2,-1,-2), CD = (4,-6,6) y

6 6

DA= (0,—4.1) . Observamos que AB y CD son paralelos pues iz =—3 = 3 =-2
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Construimos las rectas r X-2_y+2_z+1 r, 'X+2—L—i4
By Ty gl T T 6T e
i j ok
-4 2 -5

ACACD| |4 -6 6| [-18416)] 596 | [149

d(rag, frep)=Ad(Arepp)=——5—= = = =
ABTCD P ‘CD‘ J16+36+36 J88 Jsg |V 22

Lk 149
b) Area(ABC):%-‘EAE‘zé- 2 3 —3=%-|(—9,2,8)|=%-\/81+4+64=T
—4 2 -5

87) a) Como la esfera es tangente al plano 7, este es plano tangente en el punto P’. Como PP’ es un
Xx=1+A

didmetro, PP' L = PP' = a =(1,2,-2) . Luego larecta por Py P’ sera: rpp. 19 Yy =2+2A
z=-1-2)

El punto P'=rpp. M= sustituyendo =>1+A+2(2+21) -2(-1-21)+2=0=9+9A=0=A=-1

x=1-1=0
Por ultimo, sustituyendo en la ecuacion de ryp.: 3 y=2-2=0=|P'(0,0,1)
z=-1+2=1

b) Si PP’ es un diametro de la esfera, su punto medio sera su centro C y el radio r =d(P,C).

2
1+0 2+0 _1+1j— (%10} El radio: rz\/(%— ) +(1-2)?+(0+1)? Z\/%+1+1:

Luego, C = , , =
g (2 2 2

~|©

[x—%) +(y-1)+2% =

9 3 - .
=.|—= ry Con lo que la ecuacion de la esfera sera:

88) Las rectas I, I3 y I es forma continua son:

x-1 y+2 z-3 x-1 y-1 z+3

r=x—1_y—2_z—1_r= =
A ) 2 %1 1 101 1 -2

— — _ _ 1 A 2
a) Los vectores v, =(1,A,2) y Vg =(L11) no son paralelos, pues no existe A cumpliendo: i:I —I

Con lo que las rectas r, y Iy 0 se cortan o se cruzan. Como no se pueden cruzar det(v,,vg, AB) =0

11 0
Como A(1L,21) y B(L-23), AB=(0-4,2),luego . 1 —4/=0=>-2-21=0=[r=-1]
2 1 2
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i j k
b) Calculamos el plano © que pasa por Iy y I . El vector n_; =v_,; /\\TB =1 1 1|=(-330).
11 -2

Conloque w:—-3x+3y+K=0.Como Ben=-3-6+K=0=K =9, luego n:-3x+3y+9=0,0lo
que esigual mw:x—y—-3=0.
Si r, esparalelaa m, v_,;LE:(l,k,Z)-(l,—l,O)=O:>k—1=0:>

ALY -(11-2)  [@+1-2)|
V1+1+41- 14144 V3.6

=0=>|a=90|

c) ang(rg, rc)zang(g,\Z)zoc. Asi: cosa =

89) a) Sea P'(a,b,c)simétrico de P(1,0,1) respectode m:x+5y—-6z=1.

Construimos una recta s perpendicular a © , que pase por P, s J_n:>\75| | n, =V, =(15-6)

X=1+A x=0
Conloque s:q y=5\ .Llarectaren paramétricas serd: r:<y=pn ,con P, =(0,0,0)
z=1-6A z=0

Sea Q el punto de corte de larectas conelplano ©: 1+5A+250—6(1-A)=1=A =%.

Sustituyendo: QL+ A,5A,1—61) = 1+3,E,1—1—8 = %51—3
3131 31 31 31 31
Imponemos por ultimo que Q sea el punto medio de PP’: a_+19c_+1 = %51_3
2 2 2 31 31 31

34/35=(1+a)/2 a=17/31 1730 =
Igualando componentes 15/31=b/2 = 1b=30/31} = P‘=[—,—,——j
31 31 31

13/31=(c+1)/2 c=-5/31

i ] ok
‘_> 101
PP AVl o 1 of [(-101 2
) =g = I - )”=%:«

c¢) Calculamos los tres vértices del tetraedro que faltan:

y=0
e A=0X mnz{zzo}m{x+5y—62=1}:> A=(10,0)
0
O}m{x+5y—6z:1}:>y:1/5:> B=(01/5,0)
0
0}m{x+5y—62=1}:>z=—1/6:> C =(0,0,-1/6)

X
e B=0OY mnz{z

=<
Il

e C=0Z mnz{
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00 o0
P 1 0 o0 -
VOI:%' owus o &0 O _%'_'1_@
0 0 -1/6
0 0 -1/6

x=1
90) Sean el plano w:2x—y—-2=0 ylarecta r:
y—-2z=2
x=1
a) Expresando la recta r en paramétricas: r:<y =2+ 2A . Sustituimos coordenadas de un punto genérico de r en el
Z=X

plano 2-1—(2+2\) —2=0= A =1, solucidn Unica, luego la recta y el plano se cortan en un punto (P(1,0,-1))

b) Sea m' el plano pedido. Como V, ', n Lw'=1f_| |n', y ademas P, (10,2) e

x-1 0 2
La ecuacién del plano «' ser&: |y—2 2 - =0:‘n'=x+2y—4z—5=0‘
z 1 0

c) Sea s larecta pediday P.(1,2+ 2X,A) el punto de corte con larectar. Como Aes= A_P; C S=>como

la recta s es paralela al plano T, A_P; 1ln = ﬁ N, =0=GB1+2A,1):(2-10)=0=2A :g

Tomando A—P; como vector director de la recta s, A_P; =V, = (3,1+ 2- g , g} = (3,6, gj

X+2 y-1 2z
-3 6 5/2

w

Como A(-210)es=

91) Sean los puntos A(2,0,-2), B(3,-4,-1), C(5,4,-3) y D(0,1,4)

a) Formamos los vectores AB = 1L-41) y AC = (34,-1)

i j k
Area Triangulo ABC = %‘ﬂ?; A A_C" = % 1 -4 1|= % . |(O,4,16)| =[2\17
3 4 -
b) Formamos el vector AD = (-2,1,6)
- 50
Volumen tetraedro ABCD %‘[ﬁé,ﬁ,ﬁ] =%- 3 4 - =%-100= 3

92) Seanlos planos m;:2x+z-1=0, m,:x+2z+2=0, my:X+3y+22-3=0
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k
1= (0,-1,0)
1

O O .

i
a) El vector director de la recta formada por n, y 7, serd V, =f, Afi, =2
1

2X+z2-1=0

Para hallar un punto comun a los dos planos
X+2+2=0

} restando las dos ecuaciones

X —3=0=0= x=3. sustituyendo en cualquiera de las ecuaciones z =-5. Luego podemos

X=3
tomar el punto (3,0,-5). La recta en paramétricas serd: [I:qy = —A
z=-5

b) V, = (0,-1,0), fi; = (1,3,2) , luego sen (r, ;) = |(3;{.1\’/01);(;'i’?| = \/i_4 =0 =53]

x=1-2t
93)Sealarecta s:<y=2-2t yelplano m:2x—y+2z2+3=0
z=1+t
a) Sustituyendo las ecuaciones de la recta en el plano, 2(1-2t)—(2—2t)+2(1+t)+3=2=0
con lo que la recta no corta al plano, luego la recta u el plano son paralelos.

También: V, =(-2,-21),i=(2-12) =V, -i=0=V, LAi=1] |n

2:1-2+2-1+ )
b) d(r, ) =d(P,, ) =tomando el punto (1,2,1) der = | 3| :
Ja+1+4 3

c) Sea P'(a,b,c) simétrico de P(3,2,1) respectode mw:2Xx—y+2z2+3=0

Construimos una recta s perpendiculara & , que paseporP, s 1 = \75| | n, =V, =(2-12)

X=3+2A
Con lo que en paramétricas s:< y=2—A .SeaQ el punto de corte de la rectas con 7
z=1+2)

Sustituyendo en el plano 2(3+2)\) - (2—-A)+2(1+2A)+3=0=>A=-1.
Conloque Q(3—-22+11-2)=(13-1)

Imponemos por ultimo que Q sea el punto medio de PP’ (a ; 3, b Z 2 , C_Z'_lj = (1,3,—1)

1=(a+3)/2 a=-1

Igualando componentes { 3=(b+2)/2 + =< b=4 | =|P'=(-14,-3)

-1=(c+1/2 c=-3
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2 3 4
B S e T A R/ S| S
94) a) Volumen paralelepipedo: V = [t,V,w] = _i 7L1 _é =|-6 27b|—6:<_6_2k:_6>: A=0,A=—6

b) Sear la recta pedida. Como esté incluida en el plano n:z=0, V, L fi_=(0,0,1) . Como tiene direccion

i j k
perpendicular a U =(2,-14), V. LU, luego V, =f_AlU=|0 0 1/=(120)
2 -1 4

Por Gltimo como r pasa por (1,1,0),

Xzl _y-1 2z
12

95) Los plano paralelosa n=X—-2y+2z+1=0 serande laforma, a=x—-2y+2z+D=0
Laesfera (x—1)2 +(y—1)2?+(z—2)* =9, tiene de radio r =3 y de centro C(11,2)

[1-2+4+D|

=3=3+D|=9
V1+4+4 :| ’ | -

Si los planos tienen que ser tangentes a la esfera d(C,a) =3=

, luego los planos seran: ‘X—2y+22+6:O‘y‘x—2y+22—1220‘

N 3+D=9=D=6
3+D="9=D=-12

96) a) El punto medio de OP(—4,6,6) es M (-2,3,3)
Sea 7 plano perpendicular a OP que pasa por M, entonces i =(—4,6,6) , luego n=-4Xx+6y+6z2+D=0.
Como pasa M(-2,33), -4-(-2)+6-3+6-3+D=0=8+18+18+D =0= D =—-44, con lo que
T=-4X+6y+62—44=0=n=2x—-3y-32+22=0

X =—4+4)
El punto Q pedido es la interseccién de r=< y=8+3A con el plano 7 hallado.
72=-2\

Sustituyendo en el plano = 2(—4+4\) —3(8+3\) —3(-21)+22=0=A =2, luego Q(—4+8,8+6,-4)

es decir,
i ok
- 02 -6
\PAAVr _[4 3 -2] Ja4-24-8)| /836 _|2/6061
V| JV16+9+4 J29 J29 29

¢) Un punto R genérico de r seria R(—4+4A,8+3\,—21). Si O, P y R estuviesen alineados, oP y PR serian

b) d(P,r) =

paralelos, luego OP = (-4,6,6) y PR= (41,2 + 3h,—2). — 6) proporcionales. Es decir,
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_—4= 6 = 6 = Tomando dos de las igualdades:
4 3I+2 -2)L-6

-4 6
4 3n+2 _4Bh+2)=24\ /-360=8\ [n=-2/9\ ,
= = distintos, luego no existe R
6 6 A+2=-21-6 S5h=-6 A=-6/5
M+2 -20-6
X=2+t x=1+2un
97) a) En paramétricas lasrectas son: r=<y=-1+At , s=J y=4pu
z=-2t z=-1+2p

Sus vectores directores son: V, =(LA,—2), V, =(2,4,2) , no son paralelos, luego r y s se cruzan

11 -1
1 A -2
_ [Pav.v] |2 4 2 19
Como PQ=(-11-1), d(r,S)=———=—— = =
V, AT i j k| |@r+8-64-2))
1 % -2
2 4 2
= 18 = 18 . Como d(r,s) = i se tendra:
J@1+8)2 +(=6)2 +(4—21)2 /BN +16L+116 V59
18 9 [er ) )
= =250 =812 +161 +116 = 236=8)\% + 16\ +116=>8)? +161—120=0

8 +16L+116 V59
Resolviendo: A =-5,A =3, como solo interesa el valor positivo:

b) ﬁj =(-11-1), vV, =(LA,—2) . si han de ser perpendiculares: Fd V,=0=(-11-1)- LA,-2)=0=

—1+A+2=0=[A=-1

98) Sean los puntos P(-1,-11), Q(L,0,2) ylos planos:m; =x—-2z=0, n,=my—-6z=0, mwy=x+y-mz=0,

a) Silos planos se han de cortar en unarecta i, , i, , fi, han de ser linealmente dependientes, es decir

Ay, iy, 7

1 iim, 1 iy

rang(fi, , i, i, )<3= 0. Como fi, =(10-1),fi,, =(0,m,6), i, =(LL-m)

1 0 -1
sustituyendo: 0 m —6/=0=-m?+m+6=0=/m=-2|y m=3|
1 1 -m

i j k
b) Si m=3, sea n el plano pedido, A, =, Afi,_ =1 0 -1/=(36,3).
0 3 -6
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Luego n=3x+6y+3z+D =0, como ademas el plano pasa por el punto P(—1,—11), sustituyendo:

~3-6+3+D=0=D=6,luego n1=3x+6y+32+6=0 0|n=x+2y+2+2=0)

c) Sea P'(a,b,c) simétrico de P respecto al plano ©; =x—-z=0

Construimos una recta s perpendicular a m; , que pase porP, sl =« :>\75| | n, =V, =(10,-1)

X==1+A
Con lo que en paramétricas s:4 y=-1 . Sea Q el punto de corte de la recta s con mw,
z=1-XA

Sustituyendo en el plano —1+A—(1-A)=0=-2+2A=0=A=1. Con lo que el punto

Imponemos por ultimo que Q sea el punto medio de PP’: (a—11 b_l, C+1] = (O,—l,O)

2 2 2
0=(a-1/2 a=1
Igualando componentes {—1=(b—-1)/2} = {b=-1} =|P'=(1-1-1)
0=(c+1)/2 c=-1

Asi: d(Q,P')=/(1-1)% +(~1-0)% +(-1-2) =|d =/10
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